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Einsatz von Superelementen in der Berechnung von
Gittermast-Fahrzeugkranen

DR.-ING. MICHAEL KLEEBERGER,
DipPL.-ING. KARL-THOMAS HUBNER
TECHNISCHE UNIVERSITAT MUNCHEN, LEHRSTUHL FUR FFORDERTECHNIK MATERIALFLUSS UND LOGISTIK

In diesem Artikel wird eine Superelementformulierung fir geometrisch nichtlineare Finite-
Elemente-Berechnungen vorgestellt. Die Elementformulierung beruht auf Matrizen, die durch statische
Kondensation erzeugt werden. Nach der Festlegung der Elementeigenschaften wird eine Methode zur
Berechnung der Elementkréfte bei groRen Verschiebungen und Drehungen entwickelt. Damit das
Element fir die Losung von Stabilitdtsproblemen verwendet werden kann, wird eine Formulierung der
nichtlinearen Steifigkeitsmatrix erarbeitet. Eine Beispielanwendung zeigt die Vorteile des Elements bei
der Berechnung von Gittermastkranen.

1.  EinfUhrung und Problemstellung

Gittermast-Fahrzeugkrane sind lange, schlanke Systeme mit oft spitzwinkliger Seilabspannung, die im
Grenzbereich ein ausgepragt nichtlineares Last-Verschiebungsverhalten aufweisen. Sie werden in der Praxis
vornehmlich durch quasistatische Berechnungen ausgelegt, die in DIN 15018 T3 [DIN84] und DIN EN 13000
[DINO4] spezifiziert sind.

Diese Methode der Auslegung beschreibt die dynamischen Beanspruchungen dieser Krane nur ndherungsweise,
weshalb die europdischen Normen auch ausdriicklich eine dynamische Auslegungsberechnung erlauben:
"Generell kdnnen wahlweise fortschrittliche und anerkannte theoretische Methoden (z.B. elastokinetische
Analyse zur Simulation der Lasteinwirkungen) ... verwendet werden." [DIN04].

Abbildung 1: Finite-Elemente-Modell eines Gittermast-Fahrzeugkrans
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Abbildung 1 zeigt beispielhaft das Finite-Elemente-Modell eines Gittermast-Fahrzeugkrans. Das Balkenmodell
der Gittermastausleger enthélt abhéngig vom Ristzustand 200 bis 2000 Knoten. Im Gegensatz zu diesem relativ
kleinen Teil des Modells besitzen die Schalenmodelle von Ober- und Unterwagen bis zu 40000 Knoten
[Kleeberger96, Giinthner97].

Da Gittermast-Fahrzeugkrane nach dem Baukastenprinzip konstruiert sind, lassen sie sich in einer Vielzahl von
Ristzustdnden und Auslegerstellungen betreiben. Die Berechnung der Traglasttabellen erfordert bis 1000000
Rechenldufe [Glinthner00-1, Giinthner00-2, Webhofer05]. Die oben erwdhnten ModellgréRen fihren dabei zu
nicht akzeptablen Rechenzeiten. Daraus entsteht die Notwendigkeit, die ModellgréRen zu reduzieren. In der
industriellen Praxis werden die Gittermastbauteile als einzelne Balkenelemente abgebildet. Die Steifigkeiten von
Ober- und Unterwagen werden mit Federn beriicksichtigt.

Eine genauere Reduktionstechnik ist die statische Kondensation. Sie eignet sich fiir lineare Systeme, wie die
sehr steifen Ober- und Unterwagenmodelle. Dieses Verfahren lasst sich aber nicht direkt zur geometrisch
nichtlinearen Berechnung der Auslegermodelle verwenden. Jedoch erféhrt jedes Gittermastbauteil fur sich
alleine betrachtet nur kleine Verschiebungen. Daraus ergibt sich die Zielsetzung, auf der Basis der statischen
Kondensation eine Superelementformulierung flir geometrisch nichtlineare Finite-Elemente-Berechnungen zu
entwickeln.

2. Statische Kondensation

Die Grundidee der statischen Kondensation [Bathe96, Szilard82] ist die Reduktion der Knotenanzahl eines
Finite-Elemente-Teilmodells durch Elimination der inneren Knoten. Nur Knoten, mit denen das Teilmodell mit
anderen Teilmodellen verbunden ist, bleiben erhalten. Abbildung 2 zeigt die Anschlussknoten eines
Gittermastzwischenstiicks.

Abbildung 2: Anschlussknoten eines Gittermastzwischenstuicks

Die statische Kondensation ist auf lineare Systeme anwendbar. Um die Gleichungen zu entwickeln, werden die
Steifigkeitsmatrix und die zugeordneten Verschiebungs- und Lastvektoren folgendermalen unterteilt:

K. | K, u, R

123 ic 1 ]

K. | K u R

&) cc c C

(1)

Dabei sind u; bzw. u, die Verschiebungsvektoren, die man behalten bzw. herauskondensieren will. Die Matrizen
K;, K, und K. und die Vektoren der &uferen Lasten R, und R. entsprechen der Unterteilung der
Verschiebungsvektoren u; und ..

Die zweite Matrixgleichung in (1) ergibt:

u =K, -(R.—K,u,) )

c cc C cl
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Setzt man Gleichung (2) fir wu. in die erste Matrixgleichung in (1) ein, so erhdlt man die kondensierten
Gleichungen

K* : Ei = Bi - Kic : Kc'c'_l ) Ec (3)
mit
K* = Kii - Kic ' ch_l ’ Kci (4)

Die kondensierte Steifigkeitsmatrix K~ wird in der Berechnung des Gesamtmodells verwendet.

In nachgeschalteten Rechenlaufen lassen sich fiir alle kondensierten Teilmodelle die VVerschiebungsvektoren u,
und damit die Elementkréfte und -spannungen berechnen. Bei linearen Systemen entsteht dadurch kein
Genauigkeitsverlust.

3. Nichtlineare Bewegungsgleichung

Im Gegensatz zu einer linearen Berechnung muss eine nichtlineare Berechnung in inkrementellen Schritten
ausgefihrt werden. Gleichung (5) beschreibt den Ubergang von einem bekannten Zustand zur Zeit ¢ zum
Zustand zur Zeit t+4z. Im Allgemeinen missen zur Zeit t+4¢ Gleichgewichtsiterationen durchgefiihrt werden
[Bathe96].

M't+AtQ+D't+AtQ+tK'Z=t+At£_ZE (5)

tJrAtz — tz + z

mit

M. Massenmatrix

D: Démpfungsmatrix

‘K:  Tangentensteifigkeitsmatrix zur Zeit ¢
Vektor der dul3eren Lasten zur Zeit ¢+A4t
‘F: Vektor der Elementkrafte zur Zeit ¢
Vektor der Verschiebungen zur Zeit r+A4¢
u: Vektor der Verschiebungen zur Zeit ¢
u: Vektor der inkrementellen Verschiebungen

Die Tangentensteifigkeitsmatrix ‘K setzt sich aus der linearen Steifigkeitsmatrix ‘K, und der nichtlinearen
Steifigkeitsmatrix ‘K, zusammen:

'K = tKL + IKNL (6)

Wihrend sich die lineare Steifigkeitsmatrix aus den Materialeigenschaften und Abmessungen des Tragwerks
ergibt, beriicksichtigt die nichtlineare Steifigkeitsmatrix den Einfluss der Spannungen auf die Systemstabilitat.

4.  Superelementformulierung fiir geometrisch nichtlineare
Berechnungen

Beruhend auf den Matrizen, die durch statische Kondensation erzeugt werden, wird eine
Superelementformulierung flr statische und dynamische geometrisch nichtlineare Berechnungen entwickelt.
Das Element hat folgende grundlegenden Eigenschaften:

e Das Element hat mindestens drei Knoten, die Gesamtanzahl N der Knoten ist unbegrenzt

e Jeder Elementknoten besitzt drei translatorische und drei rotatorische Freiheitsgrade

e GroRe Verschiebungen und Drehungen sind erlaubt

e Die Verformung des Elements bleibt klein

e Das Element muss sich flr Stabilitatsuntersuchungen eignen, d.h. eine Formulierung fur die

nichtlineare Steifigkeitsmatrix wird entwickelt
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4.1.  Positionierungsproblem

Abbildung 3 zeigt als Beispiel ein Superelement mit vier Knoten in seinem Anfangszustand zur Zeit 0 und
seinem Zustand zur Zeit ¢. Die Koordinaten der Knotenpunkte sind durch den Vektor

®

x=| i, 2=y (7)

=

beziiglich des globalen Koordinatensystems gegeben.

(°X)

Abbildung 3: Anfangszustand und Zustand zur Zeit ¢

Da das Element groBe Verschiebungen und Drehungen ausfihren kann, missen die Starrkdrperbewegung und
die Elementverformung voneinander getrennt werden. Der Ortsvektor zur Zeit ¢ des Knotens 7 ist gegeben durch

tf(i) — t£+ tTT~ Oi(i) + ti(i) (8)
- = =
Starrkérperbewegung Verformung
mit
't : Vektor der Starrkorperverschiebung
'T- Transformationsmatrix

Nach der Starrkdrperbewegung sollten die Knoten des unverformten Elements so nahe wie mdglich an ihren

Positionen zur Zeit ¢ liegen. Ein Weg diese Bedingung zu erflillen, ist die Minimierung des
Verschiebungsvektors ‘d, der die Verformung des Elements ausdriickt:

, 12
t}_c(z)_(t£+ T 0 50 )‘ s Min )

Bezieht man x und ’x auf den Elementschwerpunkt, dann lasst sich Gleichung (9) in folgendes

Maximierungsproblem umformen [Nichter02, Horn87]:

>

i=1

2

SGOT T e Max (10)

Die Transformationsmatrix 7’ wird durch das Einheitsquaternion g ausgedriickt [Blaschke60]:

¢,=cos(p/2)
q,=n,-sin(p/2)
q3=n, sin(p/2)
q,=n.-sin(p/2)
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@+ -ai-q0;  2A9:0:+9.9))  29.9, — 950,
T=| 2q.9;-q00) @ -a+as-q; 2q:4,+9:49,) (11)
29,05 +950)) 29504 -920) 4 43 -4 +4;

Mit Hilfe des Quaternions ¢ kann Gleichung (10) wie folgt umgeformt werden

‘q" -N-'g—>Max (12)
mit
Sn + Szz + Sas S23 _Ssz S31 _S13 Slz _S21
_ Sy =Sy Siu—=8» S5 S +8y Sis+ S8y
S31 _S13 S12 + S21 Szz _Sn _S33 Sz3 + Ssz
S —8n Si3 + 83 S+ Sy S =S~ S»

N N N
= Z( x- y)() Sy = Z(oy_tx)(t) . Sp= z(oy tz)<l)
e =l i=1
N ¥ -
Sl L s Slen)) sy Se
=1 i=1 i=1

GemaR [Horn87] ist das gesuchte Quaternion ‘g der dem groBRten Eigenwert zugeordnete Eigenvektor des
folgenden Eigenwertproblems:

(N-41)-"g=0 (13)

Aus der Losung von Gleichung (13) ergibt sich die Transformationsmatrix ‘T('g). Die Elementverformung im
lokalen Koordinatensystem ist durch den Verschiebungsvektor 'd; gegeben:

d=T(q) -0 (19

4.2. Lokale Drehungen

Zur Berechnung der lokalen Drehungen der Elementknoten wird jedem Knoten ein Quaternion gy zugeordnet.
Im Anfangszustand zur Zeit r = 0 werden alle Quaternionen gy gleich dem Quaternion ’g (Orientierung des
lokalen Koordinatensystems) gesetzt. Die Quaternionen ‘gy zur Zeit ¢ ergeben sich aus der Lésung der
Bewegungsgleichung (5).

(()X)

Orientierung der
Knoten zur Zeit t
t (i)
aN

Orientierung des
lokalen Koordinaten-
systems

Orientierung der W

Knoten zur Zeit 0 i M
: X

()g%) _ og 2

Abbildung 4: Orientierung der Knoten
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Die durch Drehung der Knoten verursachte Elementverformung zur Zeit ¢ ist gegeben durch die Differenz der
Drehungen, die durch die Quaternionen ‘gy und dem Quaternion ‘g (Orientierung des lokalen
Koordinatensystems zur Zeit ¢) beschrieben werden:

(@)

t

dvi ~'Ava Az — Qs ‘g
U tQNZ tQNl - th4 thS . "]2 (15)
Loy t t ¢ ot '

9dns3 dna dn1 dn2 q3

th4 - ZQNB t‘]zvz tQNl ’LIA

Unter der Voraussetzung, dass die Elementverformung Kklein bleibt, kann Gleichung (15) linearisiert werden:
.\ (@)

. 21 tQZ,Diﬁ'
Iﬂ(l) = t("z ~2- th,D;'[f (16)
t% tq4,Diff

4.3. Berechnung der Elementkrafte

Die lokalen Elementkrafte ‘£, hangen von den lokalen Verschiebungen und Drehungen ‘u; und der
Steifigkeitsmatrix K ab:

'F,=K"u, (17)
mit
ga
w,=| 1|, E, =] i
G
a) | [ T@- =0
900 2 O I DA
,_(1) li”(l)
Die globalen Elementkréfte sind
‘F="T""F, (18)

mit

T =diag('T),y

4.4, Steifigkeitsmatrix des Superelements

Die Tangentensteifigkeitsmatrix in Gleichung (5) ist die partielle Ableitung der globalen Elementkréfte ‘F nach
den Knotenverschiebungen ‘u [Bathe96]:

'K = (19)

o'u

Setzt man die Superelementkréfte aus Gleichung (17) in Gleichung (18) ein, dann ergibt sich:

~ ~ T
-~ . ~ tnT t
’KszT.K.fTJra[T 'tEL+ a—,T'tEL (20)

K NL

Der erste Teil von (20) ist die ins globale Koordinatensystem transformierte Elementsteifig-keitsmatrix K. Der
zweite Teil hangt nur von der Lage des Elements und den Elementkraften ab und ist somit die nichtlineare
Steifigkeitsmatrix.
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Die Transformationsmatrix ‘T__ hangt nicht von den Drehungen, sondern nur von den Verschiebungen der
Elementknoten ab. Weil die Anderung von ‘u der Anderung von ‘x entspricht, ergeben sich die partiellen
Ableitungen der Elemente von ‘T (11) zu:

0T, 0T oq. . 04

— L U —-_4 . 4+ . 3

atg 6t£ Q4 8t£ q3 at{

0'T,, 0'Ty 0q 0q 0q 0q

2 C2a_ A _ 9 . 3 4 . 2 _qg. - L_g - 4 21
6tg 6t£ qZ a()_( q3 6t)_f 4 8[£ ql 6t£ ()

Die Differentiation von Gleichung (5) unter der Nebenbedingung, dass ‘g ein Einheitsvektor ist, ergibt:

L[ oN,
org (WAL e T
I B | == | ——- (22)
= ‘¢ | 0 0

Setzt man Gleichung (22) in (21) ein, dann I&sst sich die nichtlineare Steifigkeitsmatrix berechnen.

5.  Beispielanwendung

Die Superelementformulierung wurde in das Finite-Elemente-Programm NODYA [Kleeberger04]
implementiert. Abbildung 5 zeigt das in der Beispielanwendung verwendete Modell eines Gittermastkrans. Es
besteht aus Unter- und Oberwagen sowie dem Hauptausleger. Zur Modellgenerierung, statischen Kondensation
und Auswertung wurde 1-DEAS [Unigraphics04] verwendet.

Zum Vergleich der konventionellen Modellierungstechnik mit der Superelementformulierung wurde eine
nichtlineare, statische Berechnung des Lastfalls H (Eigenlast, Hublast und Massenkréfte aus Drehen) mit
NODY A durchgefhrt.

Abbildung 5: Testsystem

Tabelle 1 zeigt die Anzahl der Freiheitsgrade der Originalmodelle und der kondensierten Modelle. Die grofite
Reduktion erreicht man fur den Unter- und Oberwagen. Insgesamt reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade
von 69162 auf 798.
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Tabelle 1: Strukturdaten

Originalmodell  |Superelement
Unterwagen 43740 252
Oberwagen 23028 222
FuBstiick 246 36
FuBanschlussstick  [222 48
Zwischenstiick 6m 288 48
Zwischenstiick 12m 1402 48
Kopfanschlussstiick  [222 48
Kopfstiick 330 60

Es wird ein Vergleich zwischen einem Original-Auslegermodell mit kondensierten Ober- und Unterwagen und
einem Gesamtmodell aus Superelementen durchgefihrt. Abbildung 6 zeigt die Ergebnisse fir zwei verschiedene
Hauptauslegerwinkel.
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Rechenzeit

Abbildung 6: Ergebnisse der Beispielanwendung

Die Ergebnisse zeigen einen minimalen Genauigkeitsverlust bei einer signifikanten Reduktion der Rechenzeit.

Weitere Tests zum Verhalten des Superelements in dynamischen Rechenldufen und ein Vergleich mit
Mehrkdrpersimulationsprogrammen (z.B. [Adams05]) sind in Planung.

6. Fazit

Die Berechnung der Traglasttabellen fir Gittermastkrane erfordert kleine Finite-Elemente-Modelle. Die in
diesem Artikel vorgestellte Superelementformulierung bietet eine hoch entwickelte Reduktionstechnik und
eignet sich fur geometrisch nichtlineare Berechnungen. Das Element verringert deutlich die Rechenzeit bei
einem vernachlassigbaren Genauigkeitsverlust. Die direkte Verknlpfung der kondensierten Modelle mit den
Originalmodellen sichert die Konsistenz und erlaubt die Auswertung von Kréften und Spannungen in
nachgeschalteten Rechenl&ufen.
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